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1.

10.

(a) Fiir beliebige x gilt
xe(A-B)uAnB)
<xe(A-B)vxe (AnB)
SxedArxeB)v(ixedarxeB)
SxedAn(xgBvxeB)
oxed

(b) Von links nach rechts: Vor.A < B, Beh. AN B=A4
Beweis: Nach Vor. giltxe A =>xeB=>xe (4ANB)
umgekehrt: x e (A NB)=>xeAArxeB=>xe A

Von rechts nach links: Vor.A " B=A4, Beh. A B
Beweis: Nach Vor. giltx e A = x € (A N B)
=>xe€AArxeB

= x € B. Also gilt die Behauptung.

A={R,E,L,IF,P}.
|P(4)| =2"=2°=64.

Die Gleichung X-7x +12x=x (xz— 7 x + 12) = 0 hat die Nullstellen 0, 3 und 4.
AlsoA={3,4},B=1{2,3,5,7,11}.

|[AxB|=25=10

|P(4 x B)| =2""=1024.

(a) Reflexiv, symmetrisch, nicht transitiv:

A={1,23},R={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(2,3),(3,2),(3,3)}

Alle Relationen auf einer zweielementigen Menge sind transitiv!

(b) Reflexiv, nicht symmetrisch, transitiv:

A=1{1,2},R={(1,1),(1,2),(2,2)}. Alle Relationen auf einer einelementigen Menge sind symmetrisch!

(c) Nicht reflexiv, symmetrisch, transitiv:

A ={1},R=O.,Alle” Relationen auf der leeren Menge (es gibt dort nur die leere Relation) sind reflexiv!

(a) Symmetrievon R\ R™": (x,y) e RAR"' = (x,y) € Rund (x,y) € R = (y,x) € R' und (y,x) € R. Also
(»,x) € RN R Daher ist R " R symmetrisch.

Reflexivitdt von R N R': Da R reflexivund R N R < R ist auch R m R™! reflexiv.

Transitivitit von R N R Es sei (x,y) e RN R und (y,2) € RN R

Dann gilt erst recht: (x,y) € R und (y,z) € R. Wegen der Transitivitdt von R folgt (x.z) € R.

Andererseits gilt auch (x,y) € R und (y,z) € R und damit (y,x) € R und (z,y) € R.

Wegen der Transitivitit von R folgt (z,x) € R. Also: (x.z) € R”.

Die beiden unterstrichenen Aussagen ergeben zusammen: (y,z) € R N R™.

Damit ist die Transitivitit von R N R™' bewiesen.

(b) Gegenbeispiel: Mit 4 = {1,2,3,4}, R = {(1,2),(2,3),(1,3)}, S = {(2,3),(3,4),(2,4)} sind R und S transitiv,
R U § aber nicht.

Eine Aquivalenzrelation zerlegt die Menge in 1, 2, 3, oder 4 Aquivalenzklassen. Fiir 1 und 4 Klassen ist
die Zerlegung eindeutig. 2 Klassen konnen aus 1+3 oder 2+2 Elementen bestehen. Dafiir gibt es 4 (Wahl
des einen Elements) bzw. 3 (Wahl des Partners des ersten Elements, alles andere ergibt sich daraus)
Maoglichkeiten. Drei Klassen kdnnen nur aus 1+1+1+2 Elementen bestehen. Fiir die Wahl der 2 Elemente
gibt es 6 Moglichkeiten. Also gibt es insgesamt 1+1+4+3+6 = 15 Aquivalenzklassen.



Universitat Siegen, FB 6 — Mathematik, Prof. Dr. Hartmut Ring

Musterlésungen von Ubungsaufgaben zur Vorlesung

Mathematik fuir Informatiker |

WS 2006/2007

11.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Aquivalenzklassen:
{a,b,c} und {d,e}

(a) Hilfsbehauptung: Fiir n > 3 gilt: n* > 2n+1.
Induktionsschritt: Mit der Ind.vor. folgt:
(n+1)?=n*+2n+1>2n+1 + 20+l
=2(n+1)+1 + 2(n—1) > 2(n+1)+1 (wegen n = 3)

COoOm—
SO
SO —
—_—o oo
—_——o oo

(b) Aufgabe: Durch Nachrechnen ergibt sich, dass die Ungleichung 2" < »* fiir 2, 3 und 4 gilt. Es genligt
also zu zeigen, dass 2" > n* fiir alle n > 4 ist.

Induktionsschritt: Vorauss.: 2" > n* Beh.: 2" > (n+1)%.

Beweis: 2"' =2 . 2" > 2 n* nach Induktionsvoraussetzung.

Die Beh. folgt mit der Hilfsbehauptung: 2 n* = n* + n* > n* + 2n+1 = (n+1)*.

Vollstindige Induktion: n = 1 klar (n = 2: einfache Regel von de Morgan).

n+l n n
Induktionsschritt: ﬂMi - ﬂMi AM,, = ﬂMi uM
i=1 i=1

i=1

n+l

Nach Induktionsvoraussetzung ist das gleich
OMi UM . = Uﬁl . Also gilt die Beh. auch fiir n+1.
i=1

n+l

i=1

Experimentieren zeigt, dass offenbar gilt f{n) = n’.

Induktionsbasis: f{1) = 17 gilt.

Induktionsschritt:

(a) n sei gerade: fin+1)=fn)+2(n+1)—1. Nach Ind.vor. ist das = n*+ 2(n+1) -1 = (n+1)*.
(b) n sei ungerade: fin+1)=4 f{(n+1)/2). Nach Ind.vor. ist das = 4 ((n+1)/2)* = (n+1)".

Zunichst vereinfachte Versionen: (a) Rasterpunkte auf der Zahlengeraden. Nach dem Schubfachprinzip
gibt es unter drei ganzen Zahlen mindestens zwei gerade oder zwei ungerade. Die Differenz dieser beiden
Zahlen ist gerade, also ist der entsprechende Verbindungsmittelpunkt ein Gitterpunkt.

(b) Ebene: Vier Schubficher fiir Rasterpunkte mit (1.) x und y gerade, (2.) x gerade und y ungerade, (3.) x
ugerade, y gerade, (4) x und y ungerade. Unter fiinf Gitterpunkten gibt es also mindestens zwei im gleichen
Schubfach. Deren Verbindungsmittelpunkt ist ein Gitterpunkt.

(¢) Analog kann man die Gitterpunkte im Raum nach geraden/ungeraden Koordinaten in 2° = 8
Schubfécher unterteilen. Unter neun Gitterpunkten gibt es also mindestens zwei im gleichen Schubfach.
Deren Verbindungsmittelpunkt ist wieder ein Gitterpunkt.

Ist |4] =9, so ist [P(4)] = 2° = 512. Aus den 9 Lottokugeln lassen sich also 511 nicht leere Teilmengen
auswihlen. Die kleinstmdgliche Summe ist 14+2+...+9 = 45, die groBtmdgliche 41+42+...+49 = 405.

Es kommen also nur 361 Zahlen als Summe in Frage. Unter den 511 Teilmengen miissen daher nach dem
Schubfachprinzip mehrere die gleiche Summe haben.

Nimmt man nun zwei solche Mengen M, und M,, so sind M| — (M; N M>) und M, — (M; N M,) disjunkte
Mengen mit gleicher Summe. Da sie verschieden sind, ist mindestens eine nicht leer. Da beide die gleiche
Summe haben, sind beide nicht leer.

Primfaktorenzerlegung von n. Alle Primfaktoren mit geradem Exponenten konnen ganz vor die Wurzel
gezogen werden. Kommen keine ungeraden Exponenten vor, ist die Wurzel also eine ganze Zahl. Bein
ungeraden Exponenten kann ein gerader Anteil vor die Wurzel gezogen werden. Es bleibt ein Produkt aus
einer ganzen Zahl und einer Wurzel, unter der jeder Primfaktor nur einmal vorkommt. Diese Wurzel ist
irrational (Beweis wie bei /2 ). Mit indirektem Beweis zeigt man leicht, dass das Produkt aus einer ganzen
und einer irrationalen Zahl immer irrational ist.
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20.

22

30.

32.

38.

40.

Fall 1: n teilbar durch m.

e

Fall 2: n nicht teilbar durch m.
Dann ist L” - IJ - L”J und {”—‘ _ L”J —1. Damit:
m m m m

s e R R e

Zunichst in Basis 7 umwandeln, dann durch Zusammenfassung von je 2 bzw. 3 Stellen in die Systeme zur
Basis 49 bzw. 343.

M= {{A, E, =B}, {A,B,C}, {—A, =D, E}, {A, =C}}

Zur Ergebniskontrolle:

Res*(M) = {{A,E,—B}, {A,B,C}, {—A,~D,E}, {A,~C}, {A,C,E}, {E,—B,—D}, {B,C,E,~D}, {A,B},
{E,~C,—D}, {A,C,E,~D}, {A,E}, {A,B,E,=D}, {C,E,~D}, {B,E,~D}, {A,E,~D}, {E,—D}}

Die leere Klausel ist nicht dabei. Also ist M erfiillbar!

In 1000! kommen als Faktoren die ersten 200 Vielfachen von 5 vor: 5, 10, 15, ... 1000. Weiter kommen die
ersten 40 Vielfachen von 25, die ersten 8 Vielfachen von 125 und der Faktor 725 vor. Damit enthilt 1000!
den Primfaktor 5 also 200+40+8+1 = 249 mal. Ebenso zeigt man, dass der Primfaktor 2 iiber 500 mal
vorkommt. Also ist 1000! durch 10** teilbar.

Erweiterter Euklid liefert —15-97 + 14-104 = 1. Damit:

mod 97 | mod 104
(1) |-1597 0 1
(2) |14-104 1 0
(3) |3-14-104 3 0 (2) mit 3 multipliziert
4) |-2-15-97 0 2 (1) mit 2 multipliziert
(5) [3:14104-2-1597 |3 2 Summe aus (3) und (4) = 1458

3-14-104-2-15-97 = 1458 ist eine Losung. Da 97 und 104 teilerfremd sind, haben die Losungen nach dem
Chinesischen Restsatz den Abstand 97-104 = 10088. Also gibt es keine weitere vierstellige Losung.

3*mod4=1,3" mod 4 =3,3"mod4 =1, 3" mod 4 =3 usw. Allgemein: 3*"' mod 4 =3 = (3*"'-1)2
ungerade. Mit k£ = 38 folgt die erste Behauptung.
77 711 (37)11—1 AR
3"-1=(3")"-1. EuSEe ;(3 ) (geometr. Summe).
=3"-1=@3"-1)(1+3"+3"+ ... 4379
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41. Annahme: p | n* + 1. = n* = -1 (mod p).
Da (p—1)/2 ist ungerade ist = (n*)?"? =—1 (mod p)
= n”"" =-1 (mod p). Nach dem kleinen Satz von Fermat ist aber n’~' =1 (mod p). Widerspruch!

H1111 21111

42. 11112 mod 100 = 112" mod 100
11112 = 112" (mod 100)
112" =21 (mod 100),
N =11*=11y)" =21%=
= 11* = (11%) = 212 = 41 (mod 100),
1123_118_ 42_ 2
=118 = (11%) =412 = 81 (mod 100),
1124_ 232 542
= (117 =812 = 61 (mod 100),
25 242 2
112 = (112" = 612 = 21 (mod 100), usw.
51111 2427743 23
12 = =112’ = 81 (mod 100).

21111



